1. Auszuge aus der axiomati-
schen Mengenlehre (ZFC)
(verallgemeinert)

1.1. Generelle Voraussetzungen

Wir betrachten einen Bereich 9% von Objekten, die wir ,Mengen™
nennen. Im weiteren Kontext bezeichne jedes Symbol 4, B, M,
X, Y und Z eine Menge.

Auf dem Bereich 9N sei eine zweistellige Aussageform vorgege-
ben, die wir mit o bezeichnen, d. h. fir je zwei Mengen X, Y

stehe fest, ob XaY gilt oder ob XaY nicht gilt (d. h. AJ%Y
gilt). Des Weiteren gelte

(VA,B (40B < AeB)) v (V4B (4B < AgB))

Ferner sei auf dem Bereich 9 eine weitere zweistellige Aussa-

geform vorgegeben, die wir mit = bezeichnen, d. h. flir je zwei
Mengen X, Y stehe fest, ob X=Y gilt oder ob X =Y nicht gilt
(d. h. X=#Y gilt). Zusadtzlich dazu habe = die folgenden Ei-
genschaften:
1. VX X=X

2. VXY (X=Y = Y=X)
3. VXY, Z ((X=Y A Y=2Z) = X=2)

4. VX,Y.Z ((X=Y A XoZ) = YaZ)

Hieraus folgt insbesondere:

2 VXLY.Z ((X:Y A XAZ) = Yp(Z)



1.2. Existenz-Axiom

Axiom:

Beh. :

Es existiert eine Menge M mit der Eigenschaft

VX XdM

1.3. Extensions-Axiom

Axiom:

Beh. :

Bem. :

Fir alle Mengen A4, B gilt:

(VX (Xad < XaB)) = A=B

1.

Nach 1.1. gilt sogar:
(VX (Xad < XaB)) < A=B
Weiterhin gilt:

(VX (Xo4 o XaB)) < (VX (Xd4 < XdB))

Mit Hilfe des Existenz-Axioms und des Extensions-
Axioms laRt sich zeigen:

Es existiert genau eine Menge M mit der Eigen-
schaft

VX XdM



1.4.

Axiom:

Vor. :

Beh. :

Bem. :

Bemn. :

Axiomen-Schema der
Komprehension (veraltet)

Sei P(“) eine einstellige Aussageform auf 91, d. h.
fir jede Menge X stehe fest ob P(Xj gilt oder ob
P(X) nicht gilt (d. h. —(P(X)) gilt).

Es existiert (mindestens) eine Menge B mit der Eigen-
schaft:

VX (XaB < P(X))

1. Mit Hilfe des Axiomen-Schemas der Komprehension und
des Extensions-Axioms 1laBt sich zeigen:

Es existiert genau eine  Menge B mit der
Eigenschaft:

VX (XaB < P(X))

Fur dieses B schreibt man auch {P(X)} .
o

2. ,Russelsche Antinomie™:

Nach diesem Axiom ware LYgﬂY} eine Menge. Nach
o

Russel fihrt das auf einen Widerspruch.



1.5. Axiomen-Schema der

Axiom:

Vor. :

Beh. :

Bem. :

Komprehension (aktuell)

Sei P(“) eine einstellige Aussageform auf 91, d. h.
fir jede Menge X stehe fest ob P(Xj gilt oder ob
P(X) nicht gilt (d. h. —(P(X)) gilt).

Zu jeder Menge A existiert (mindestens) eine Menge B
mit der Eigenschaft:

VX (XaB < (Xad A P(X)))

Mit Hilfe des Axiomen-Schemas der Komprehension und des
Extensions-Axioms laBt sich zeigen:

Zu jeder Menge A existiert genau eine Menge B mit der
Eigenschaft:

VX (XaB < (Xad A P(X)))

Fur dieses B schreibt man auch {XaA: P(X)}
o



l1.6.

Theorem:

Beh. :

Bew. :

Ann. :

Theorem

Es existiert keine Menge M mit der Eigenschaft

VX XoaM

Es existiert eine Menge M mit der Eigenschaft
VX XoaM (1)

Da M eine Menge 1ist, gilt nach dem Axiomen-Schema
der Komprehension (Cave! P(X);:XﬂﬁX definiert nach

der Generalvoraussetzung eine einstellige Aussage-
form) :

/h:{Xdﬂlz A}{X} ist eine Menge (2)
a

Nach (1) und (2) folgt dann:

AoM (3)
SchlieBlich gilt noch:

AoA oder AdA (4)

1. Fall: Es gilt Aad.

Dann folgt nach Definition von 4:
Ad 4
Widerspruch!

2. Fall: Es gilt AgA.

Dann folgt nach (3) und Definition von 4:
Ao A

Widerspruch!



2. Fazit

Wenn das o aus Kapitel 1 die Eigenschaft VA4,B (AocB = AeB)
hat, so erhalt man:

1. Es existiert eine Menge M mit der Eigenschaft
VX XAM

2. Es existiert keine Menge M mit der Eigenschaft
VX XeM

Wenn das o aus Kapitel 1 die Eigenschaft VA4,B (doB < Ag¢B)

hat, so erhalt man:

3. Es existiert eine Menge M mit der Eigenschaft
VX XeM

4. FEs existiert keine Menge M mit der Eigenschaft
VX XAM

Die drei Axiome aus Kapitel 1 sind miteinander unvereinbar.



3. Weitere Uberlegungen

3.1. Alternative Mengenlehre

Durch die Betrachtung wvon 1. und 2. kommt man zu dem Schlub,
dal man zusatzlich zu ZFC eine weitere Mengenlehre é/—ZFC (die
sich von ZFC unterscheidet) erhdlt, indem man in den Axiomen
von ZFC jedes Vorkommen von € durch g{ und jedes Vorkommen wvon

é/ durch € ersetzt. Diese Mengenlehre ,é —ZFC 1ist zu ZFC dual
und gleichzeitig mit ihr widerspruchsfrei oder nicht
widerspruchsfrei.

Die Standard-Mengenlehre ZFC ist dadurch charakterisiert, daB
man eine Menge M erhdlt, indem man von der leeren Menge aus-
geht und die Elemente von M dazu addiert. Genauer gesagt heiBt
das:

VneN, VA...A VX (XG{AI,...,An} & (X=d v v X:An)j

€

Die Mengenlehre ,é —ZFC 1ist dadurch charakterisiert, daB man
eine Menge M erhdlt, indem man von der Menge aller Mengen aus-—
geht und die Nicht-Elemente von M davon abzieht. Genauer ge-
sagt heiBlt das:

VneN, VA .4 VX X)E/{Al,...,An}/E/ PN (X=A1 VoV X:An)
bzw.
VneN, VA...A VX Xe{Al,...,An} N (X;tAl Al A X;tAn)

£



3.2. Mengen-,Monster"

Die Uberlegungen aus 3.1. fihren zu dem SchluBl, daB die leere
Menge genauso ein Mengen-,Monster“ ist, wie die Menge aller
Mengen.

3.3. ZFC ist nicht , kanonisch™

Weil die Axiome von ZFC (geschrieben mit o wie in 1.) nur
a = ﬁﬂ/ und.ld/= —0 benutzen, sind ZFC und ,é —ZFC offenbar

beide zusammen giltig oder zusammen nicht glltig. Vorausge-
setzt, ZFC 1ist giltig, ist ZFC (und damit natlirlich auch

él—ZFC) nicht ,kanonisch".

3.4. ZFC ist nicht gultig

Vorausgesetzt, ZFC ist giiltig, 1ist auch ,é —ZFC glltig. Dann
folgt wie in 2., daB die ersten 3 Axiome von ZFC (wie in 1.)
miteinander unvereinbar sind.

3.5. vollig fremde Sprache

Wenn das Kapitel 1. in einer v6llig fremden Sprache geschrie-
ben ware, so waren die dort definierten beiden Varianten ZFC

und E/—ZFC ununterscheidbar.
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