
Konvergenzradius 
 
 
Satz: 
 

 

Vor.: 
 

Gelte x . = id
Gelte ( )= +id |x . 
Sei α ∈ + . 
Sei  eine Folge in . ( )

∈ 0
ai i

 
Beh.: 
 

( )

 +α   ⋅ ⋅
   γ + α= =   ∈ ∈

∑ ∑ und !0 0
0 0

k ka a nnn nx x
n nn nk k

 
 

haben den gleichen Konvergenzradius 
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Bem.: 
 Sei [ ]∈ 0;R ∞ . 

R  ist der Konvergenzradius von 
( )

 +α ⋅
 γ + α=  ∈

∑
0

0

k a nn x
nn k

genau dann, wenn für alle [ [∈ ∞0;t  gilt: 
 

( )

   +α   ⋅
   γ + α< ⇒ =   ∈
      

∑
   0

0
ist absolut konvergent

k a nn t
nt R n k

 

 
und 
 

( )

   +α   ⋅
   γ + α> ⇒ =   ∈
      

∑
   0

0
ist divergent

k a nn t
nt R n k

 

 
 
Bem.: 
 Sei . [ [∈ 0;R ∞

Sei  der Konvergenzradius von R
 
 ⋅
 =  ∈

∑ !0
0

k a nn x
nn k

. 

 
Mit den Methoden des folgenden Beweises lässt sich 
offenbar zeigen: 
 
 
  
  ⋅ ⇒
  =  ∈ 

∑  ist absolut konvergent   !0
0

k a nn R
nn k

 

( )

 
  +α  ⋅
 γ + α =  ∈ 

∑ ist absolut konvergent
0

0

k a nn R
nn k
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Bew.: 
 Sei [ ]ρ ∈  der Konvergenzradius von ∞0;0

 
 ⋅
 =  ∈

∑ !0
0

k a nn x
nn k

. Sei [ ]ρ ∈ ∞α 0; der Konvergenzradius 

von 
( )

 +α

 

nx

k

 
 

. ⋅
γ + α=

∑
0

k an
nn ∈ 0

 
Zu zeigen ist also: 
 
    ρ =  ρα0
 

Ann.: 
 

ρ ≠ ρα0  
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 1. Fall: ρ >  ρα0

 
Es existiert also ∈ +t  mit ρ > > ρα0 t . Dann folgt: 
 
 
 ⋅
 =  ∈

∑  ist absolut konvergent!0
0

k a nn t
nn k

 

 
und 
 

( )

 +α ⋅
 γ + α=  ∈

∑ ist divergent
0

0

k a nn t
nn k

 

 
Andererseits gilt wegen (3) und (8) für alle k mit 

: 
∈ 0

≥ 1k
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

+α⋅ =
γ +α

=
 

α  = + ⋅
 γ +αγ α = 
 

α  ≤ + ⋅ =
 γγ α = 
 

α  

≤

= + ⋅
 Γ +Γ α + = 
 

α  = + ⋅
 Γ α + = 


α≤ + ⋅
Γ α + =

∑

∑

∑

∑

∑

∑

0

0       
1

0       
1

0       11 1

0       !1 1

0       !1 0

k a nn t
n

n
ka an nt t

n
n

ka an nt t
n

n

ka an nt t
n

n

ka an nt tn
n

ka an nt tn
n


 
 



=

≤

 

 
Widerspruch! 
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 2. Fall: ρ <  ρα0

 
Wegen  existiert α ∈ + ∈ +l  mit − ≤ α <1l l. Dann 
folgt mit (8): 
 

( ) ( ) ( )
∀ ∈ = ≤+ γ + γ + α

1 1 1  n+l !n
n l n

                (*) 
 

Aus der Potenzreihe 
( )

 +⋅
+=  ∈

∑ !0
0

k a n ln x
n ln k

 


 erhält man 

durch maliges differenzieren die Potenzreihe −l
 

 

nx ⋅
 = ∈

∑ !0
0

k an
nn k

. Dann gilt nach Analysis für den Kon-

vergenzradius [ ]∈ ∞0;R  von 
( )

 +⋅
+=  ∈

∑ !0
0

k a n ln x
n ln k

 
 

: 

 
≤ ρ < ρα0R  

 
Es existiert also ∈ +t  mit < < ραR t . Dann folgt: 
 

( )

 + ⋅
 +=  ∈

∑ ist divergent!0
0

k a n ln t
n ln k

 

 
und 
 

( )

 +α ⋅
 γ + α=  ∈

∑ ist absolut konvergent
0

0

k a nn t
nn k
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Andererseits gilt wegen (*) für alle ∈ 0k  mit : ≥ 1k

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

+ +⋅ = ⋅ =
+ += =

+= ⋅ + ⋅ ≤
+=

+≤ ⋅ + ⋅ ≤
γ + α=

+≤ ⋅ + ⋅ =
γ + α=

−α += ⋅ + ⋅ ⋅
γ + α=

∑ ∑

∑

∑

∑

! !0 0
0               ! !1
0               ! 1
0               ! 0

0               ! 0

k k aa nn l n ln t t
n l n ln n

ka anl n lt t
l n ln

ka anl n lt t
l nn

ka anl n lt t
l nn

a anl l nt t t
l nn

 
 
 
 
∑
k

α

 

 
Widerspruch! 
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