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1. Symmetrie des k-ten 
   Differentials 
Theorem: 
 

 
 

Vor.: 
 

Sei ∈ +`k  mit k . ≥ 2

Sei n ∈ +` . 

Sei G  eine offene Teilmenge des . n\
Sei ϕ  eine Abbildung. :  G → \
Sei ϕ k  differenzierbar. -times
 

Beh.: 
 

∀ ∈ ϕ × × → d  :   is symmetrisch\ … \ \k n np G p  

 

 
2. Ein Spezialfall der 
   Cartan’schen Ableitung 
Theorem: 
 

 

Vor.: 
 

Sei n ∈ +`

:  V G

. Sei G  eine offenen Teilmenge des . 

Sei  eine stetig differenzierbare Abbil-

dung. Sei 

n\
n→ \

( )n\ \:  ,LGω →  definiert durch  

    ω =  ⋅
=
∑:  d
1

n
V xi i

i

(d.h. ( ):  ,nGω → \ \L  ist stetig differenzierbar) 

 
Beh.: 
 ( )∀ ∈ ω = ⇔ 0    d  ist selbstadjungiertp G Vppd  

 
Bem.: 
 

1. 
 ( ),n\ \L

n

 ist der \ -Vektorraum aller -Linear-

forms . 

\

→\ \
 

 2. 
 

ω ist eine sog. C -Differential-Form vom Grad 1. 1

 
 3. 

 
…d  ist die Cartan’sche Ableitung. Im Fall n  

gilt das Folgende: 
= 3

…d ( ) ( )( )( )∀ ∈ ω ⇔ =  0     rot 0p G Vp pd = . 
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3. Vektor Potential 
Theo.: 
 

 

Vor.: 
 

Sei . n ∈ +`

Sei G  eine offene Teilmenge des . n\
 

Beh.: 
 

1. 
 

Sei ϕ ∈ . ( )2C G
Dann gilt das Folgende: 

( )( )( )( )∀ ∈ ϕ  d grad  ist selbstadjungiertp G p  

 
 2. 

 
Sei G  sternfoermig. 
Sei { }k . ∈ ∪+` ∞

Sei  eine k stetig differenzierbare 
Abbildung. Dann gilt das Folgende: 

:  nV G → \ -mal

( )( )
( ) ( )

∀ ∈ ⇒

+∃ϕ ∈ = ϕ

  d  ist selbstadjungiert   

1C   grad

p G Vp
k G V
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4. Die Umkehrung von 1 (k=2) 
Theorem: 
 

 

Vor.: 
 

Sei n ∈ +` . 

Sei G  eine offene sternfoermige Teilmenge des . n\

Sei ( )α →:  ,\ \nG L  eine stetig differenzierbare 

Abbildung. 

Sei ( ) 2:  ,\ \nG Lβ →  definiert durch 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )   ,   , : dnp G v w v w vp p∀ ∈ ∀ ∈ β = α\ w  

 
Beh.: 
 ( )( )

( ) ( )( )
∀ ∈ β ⇒

∃ϕ ∈ ϕ = α ∧ ϕ = β

   ist symmetrisch    

2 2C  d   d

p G p

G
 

 
Bem.: 
 ( ) { }= × → 2 , :  ist -bilinear\ \ \ \ \ \n n nbL

-Vektorraum\

 ist ein 

. 
 

Bew.: 
 

Sei E  die kanonische Basis des . (=: , ,1 …e en ) \n

Sei X  die zu E duale Basis des 

. 

( )=: , ,1 …x xn

),\ \n(L
Sei die Abbildung V G  definiert durch :  n→ \
 

   ( )
( )

( )

 α
 
=

 α 
 

1

  : #

ep
p G V p

e




∀ ∈

p n

                       (1)
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Dann gilt das Folgende: 
 

   V G  ist stetig differenzierbar         (2):  n→ \
 
und 
 

   

( )( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

   αα   
 = =  
  α  α    

dd 11

  d

d d

…
#

…

ee pp
p G Vp

e ep n


#∀ ∈

p n

      (3)

 
und 
 

   { } ( ) ( ) ∂
∀ ∈           (4)∀ ∈ =

∂
1, ,    d… Vj n p G V ep j xj

 
Eine Konsequenz von (3) ist: 
 

   { } ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

 α 
 ∀ ∈ =  
 

α 
 

d 1

1, ,    d

d

… #

ep
j n p G V e∀ ∈ ep j j

ep n

 

Dann folgt nach Vor.: 
 

  { } ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

 β 
 ∀ ∈ ∀ ∈ =  
 
β 

 

,1

1, ,    d

,

… #

e ep j
j n p G V ep j

e ep n j

 (5) 

 

Weil , folgt mit (4) und 

(5): 

( )( )∀ ∈ β  ist symmetrischp G p

 

    ( )               
(6) 

( )∀ ∈  d  ist sebstadjungiertp G Vp

 

Nach (2), (6) und Theorem 3.2, existiert  
mit 

( )ϕ ∈ 2C G

 
    ( )= ϕgradV                                    (7) 
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Wegen (1) und (7) gilt für alle { }∀ ∈ 1, ,…i n  und alle 
∀ ∈p G : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∂ϕ
ϕ = = ϕ = = α

∂
d grade p V p ep i p ix ii

p i  

 
d.h. 
 
 d                                          (8) ϕ = α
 
Dann folgt für alle { }∀ ∈, 1, ,…i j n und für alle 
∀ ∈p G : 
 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )ϕ = ϕ = α2d , d d d… …e e e e e ep i j p i j p i j
 
d.h. 
 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )ϕ = α2 de e e ep i j p i jd ,  

 
d.h. nach Vor. 
 

 ( ) ( )( )ϕ = β2 ,e e e ep i j p i jd ,  

 
Am Ende haben wir 
 

 d                                           (9) ϕ = β2
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5. Karten 
 
Sei n . ∈ +`
Sei  eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. M
Sei x . id m=

\
Sei u eine Karte von . M
Dann gilt das Folgende: 
 
    G  ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von   u M
    ( )Guu  ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von  n\
    ( )T G  ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von T  u M
    T  ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von 

              

( )( Gu u )

( )n\T  

 

    u u  ( ) ( ) ( )( )
1 id id* G T G* *

u u u u
 − = = 
 

    ( ) ( ) ( )
1 id id* G T G**

u u u u
− = =  

    ( ) ( )(: T G T G* u→ )uu u  ist ein Diffeomorphismus 

     ( ) ( )1 1
*

*
u u

− −=

    { } ( )11, ,  
*

k n u
u xk k

 ∂ ∂−  ∀ ∈ =
 ∂ ∂ 

… D u  

    { }1, ,  *k n u
u xk k

∂ ∂
∀ ∈ =

∂ ∂
… D u 
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6. Anwendung von 4 
 
Theorem: 
 

 
 

Vor.: 
 

Sei n ∈ +`  mit n . ≥ 2

Sei ( ), ;M < … … >  eine Riemannsche ∞C -
Mannigfaltigkeit der Dimension n. 
Sei ∇ ein affiner Zusammenhang auf . M
Sei ∇ Kompatibel mit der Metrik ;< >… … . 
Sei T der Torsions-Tensor-Feld von ∇. 
Sei u eine Karte von  mit M =Gu M . 

Sei u u  sternförmig. ( ) ( )= ⊆G \nu M
Wir definieren die sog. “Christoffel-Symbole” durch 

    { }

( )

∂ ∂
Γ ∂ ∂ ∂

∂

∞∈

, , 1, ,  

C ,

…∀ ∈

������	�����

\

ki j k n
ij u uj kui

M

:= < ∇ ; > 

Sei (  die kanonische Basis des . ), ,1 …e en \n

Wir definieren eine C -Abbildung 

 durch 

∞

( ) ( )→ 2: G ,\ \ng u u L

    

( ) ( )

( ) ( )

∀ ∈ ∀ ∈ =

 ∂ ∂− − = <
 ∂ ∂=  

∑

G   ,   , :

1 1    ;
* *, 1

\nq u u a b g a bq

n
a b u uj k x xj kj k q

>
 

 
Beh.: 
 

Sei für alle { }∈ 1, ,…k n   eine 

Stammfunktion von 

( )(ϕ ∈ 2C G ,\u uk )

( )g ,k ( ) ( )→: G ,… nu L \ \e u . Dann 

gilt das Folgende: 
 

    
{ } { }

( )( ) ( ) ( ) ( )

= ⇔

∀ ∈ ∀ ∈ 

 −Γ + = ϕ    

T 0  

1, ,   , 1, ,

11 2d , d ,
2

… …

D

k n i j n

k u g e e e ei j k k i jij

 
 

 

e

 
 
 
 
 
 
 

 -8- 



Bem.: 
 

Wir wenden 4. an und erhalten für alle { }∈ 1, ,…k n : 
 

    
 

 
( ) ( ) ( )

{ }

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

 
  ⇔
 →
 
∀ ∈
 
 = 
 

Es existiert eine Stammfunktion von
 

, : G ,

, 1, ,

    d , d ,

… \ \

…

ng e u uk

i j n

g e e e g e e ek j i k i j

L

 
Bew: 
 

Der Fall “⇐” ist trivial. Gelte also T 0. =
 
Sei { }∈ 1, ,…k n . Weil =T  und weil  kompatibel 
mit  der Metrik 

0 ∇
;< >… …  ist, gibt es eine bekannte 

Formel für die “Christoffel-Symbols”. Für alle 
{ }∈, 1, ,… ni j  gilt: 

 

    

 ∂ ∂ ∂Γ = < > +
 ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ < >

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ − < >
∂ ∂ ∂


1
;

2

        ;

        ;

i

i

i

k
ij u u ui j k

u u uj k i

u u uk i j

+  

 
Das Folgende ist elementar: 
 

    { } ( )∂ ∂−∈ =
∂ ∂ι ι

11, ,   
*

… Dn u
u x

∀ι  u
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Damit erhalten wir für alle { }ι κ λ ∈, , 1, ,… n : 
 

    

( )

( )

( ) ( )

 ∂ ∂ ∂ − < > =
 ∂ ∂ ∂ι κ λ 

  ∂ ∂ ∂− −  = < >
  ∂ ∂ ∂ι κ λ  
 ∂ ∂ ∂− = < > =
 ∂ ∂ ∂ι κ λ 

 ∂ ∂ ∂ − = < > =
 ∂ ∂ ∂ι κ λ 
 ∂ ∂ ∂− − = < >
 ∂ ∂ ∂ι κ λ 

1;

1 1    ;
*

1    ;  
*

1    ;  

1 1    ;
* *

i D

D i D

i

i D

i

u
u u u

u u u
x u u

u
x u u

u
x u u

u u
x x x

=

 

 
Wir erinnern uns nun an die Abbildung 

. Dann gilt für alle ( ) ( )→ 2: G ,\ \ng u u L

{ }∈, 1, ,…i j n  
 

  

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

 ∂ ∂− Γ = + +
 ∂ ∂

∂ − =
∂ 

  = +     
 −   

11 , ,
2

                          ,

1
        d , d ,

2

                          d ,

D i i

i

k u g e e g e ej k k iij x xi j

g e ei jxk

g e e e g e e ej i k i jk

g e e ei j k

+

 
bzw. 
 

    

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

 −Γ + = 
 

 = + 
 

= =

= ϕ

11 d ,
2

1
   d , d ,

2

   d ,

2   d ,

Dk u g e e ei j kij

g e e e g e e ek j i k i j

g e e ek j i

e ek i j

=
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