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1. Symmetrie des k-ten
Differentials

Theorem:

Vor. : SeikeNJr mit k = 2.

Sei neN+.

Sei G eine offene Teilmenge des R™ .
Sei ¢ : G —> R eine Abbildung.
Sei ¢ k-times differenzierbar.

Beh.: Vp € G d];)(p : R?x...xR? 5> R is symmetrisch

2. Ein Spezialfall der
Cartan’ schen Ableitung

Theorem:

Vor.: Sei n € N+. Sei G eine offenen Teilmenge des R".
Sei V: G o R? eine stetig differenzierbare Abbil-
dung. Sei o : G — S(RH,R) definiert durch

n
O = z Vi . dxi
i=1
(d.h. o: G — S(RH,R) ist stetig differenzierbar)

Beh. : . . .

Vp € G (Dpoo =0 & de ist selbstadjunglert)

Bem. : 1.

£(RH,R) ist der R -Vektorraum aller R -Linear-

forms R? —» R.

O ist eine sog. C1 -Differential-Form vom Grad 1.

3. 0... ist die Cartan’sche Ableitung. Im Fall n = 3
gilt das Folgende:

0...Vp e G ((Dpw = O) = (rotp (V) = O))



3. Vektor Potential

Theo. :

Vor. :

Beh. :

Sei n e N+_.

Sei G eine offene Teilmenge des R™ .

Sei ¢ e C? (G).
Dann gilt das Folgende:
(Vp e G (dfj(grad(@)) ist selbstadjungiertn

Sei G sternfoermig.
Sei k € Ny U {oo}.

Sei V: G - R" eine k-mal stetig differenzierbare
Abbildung. Dann gilt das Folgende:

(Vp e G (de ist selbstadjungiert» =

Jdo € Ck+1(G) V = grad (9)



4. Die Umkehrung von 1 (k=2)

Theorem:

Vor. : SeineN+.

Sei G eine offene sternfoermige Teilmenge des R™ .
Sei a: G — S(RH,R) eine stetig differenzierbare
Abbildung.

Sei B: G —> £ 2 (RH,R) definiert durch

Vp € G Vv, w e R (Bp)(v, w) = ((d oc) (V)) (w)

p

Beh. : , .

(Vp € G (Bp ist symmetrlsch)) =
2 _ 2 _

(EI(peC(G) (d(p—oc/\d(p—B))

Bem. L 2 (RH,R) = {b : R? x R? -5 R ist R-bilinear! ist ein
R-Vektorraum .

Bew. : . . . . n
Sei ¢ = (el,...,en) die kanonische Basis des R™.
Sei X := (Xl,...,Xn) die zu ¢ duale Basis des
S(R”, R).

Sei die Abbildung V : G — R” definiert durch

0(p (el)
Vp e G V(p) = : (1)

“p ()



Dann gilt das Folgende:

V: 6 > R? ist stetig differenzierbar (2)

und

und

Vje{l..,n} VpegG (d V)(ej):a_v (4)

Eine Konsequenz von (3) ist:

Vje{l..,n} VpegG &ipbﬂ(ej) = : (ej)

Dann folgt nach Vor.:

Weil (Vp e G (Bp ist symmetrisch», folgt mit (4) und

(5) :
(Vp e G tipv ist sebstadjungiert»
(6)

Nach (2), (6) und Theorem 3.2, existiert ¢ e CZ(G)
mit

vV = grad (o) (7)



Wegen (1) und (7) gilt fir alle Vi € {1,...,n} und alle
Vp € G:

Dann folgt fiur alle Vi, j e ﬂqn.,n} und fir alle
Vp € G:

o (esres) = (ap (@ o) () (o) = (ap (o) () (e5)
450 (ei, ej) - ((dp (a)) (e; )) (ej)

d.h. nach Vor.

2 _
aboferes) = b (i)
Am Ende haben wir

%o = B (9)



5. Karten

Sei n € N+.
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Sei x = idRm .
Sei u eine Karte von M.
Dann gilt das Folgende:
Gu ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von M
u(Gu) ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von R”
T (Gu) ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von TM

T(U(Gu» ist eine glatte offene Untermannigfaltigkeit von

T (Rn)

u, (U_l)* = (idu(Gu)j* - idT(u(Gu))

(u_l)* u, = (idGu)* = idycy)




6. Anwendung von 4

Theorem:

Vor. :

Beh. :

SeineN+ mit n > 2.

Sei (M, < o500 >) eine Riemannsche c® -
Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Sei V ein affiner Zusammenhang auf M.
Sei V Kompatibel mit der Metrik < ...;... >.
Sei T der Torsions-Tensor-Feld von V.
Sei u eine Karte von M mit Gu = M.
Sei u(Gu): u(M)g; R™ sternformig.
Wir definieren die sog. “Christoffel-Symbole” durch
. 0 0
Vi, j, k € {l,...,n} F]?, =< V 0 A A >
ij ou . 8uk
ou.
i
ec™(M,R)
Sei (el,“.,en) die kanonische Basis des R”.
Wir definieren eine dD—Abbildung

g : u(Gu) > & (Rn, ]R) durch

Vg € u(Gu) Va b e R” Iq (a, b) =

n
= > ajb, |< (u_l) —EL—;(u_l) 86 >
Jik=1 j " Tk
sei fir alle ke{lL..,n} ¢, € Cz(u(Gu),R) eine

Stammfunktion von g(ek,.“): u(Gu) » L:ORD,R). Dann

gilt das Folgende:



Bem. : Wir wenden 4. an und erhalten fir alle k € {1,..., n}:

Es existiert eine Stammfunktion von

g(ek,...) : u(Gu) - S(RH,R) <

Vi, 7 e {l,...,n}
d(g (ek’ej)) (5) = a9 (k=) (<5

Bew: Der Fall “«” ist trivial. Gelte also T = 0.

Sei k e {L...,n}. Weil T =0 und weil V kompatibel
mit der Metrik < ...;... > 1ist, gibt es eine Dbekannte
Formel flir die “Christoffel-Symbols”. Fir alle
i, j € {1,”.,Iﬁ gilt:

1o 0o
17 2 Gui 8uj Guk
0 0 0
+ ; > +

ou 8uk ou
0 0 0

— ; >
8uk ou. Ou

Das Folgende ist elementar:

Vie {1,..,n} 9 = (u_l) 0 ou
*



Damit erhalten wir fiur alle i, K, A € {l,...,n}:

! K A
Wir erinnern uns nun an die Abbildung
g : u(Gu) > o2 (Rn, R) . Dann gilt fur alle

i, j € {1, ..., n}

k -1 _ 1| 0 ( ) 0
r o = — .y + —— ye. |+
i u 2{ g ej e o g(ek el)

bzw.
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