
1. Notation 
 
 
Sei . ∈ +m
Sei r . ∈ +
 
 
 

1. Wir bezeichnen mit ( ),r mL  den −Vektorraum aller 

fach multilinearen Abbildungen f . −r − × × →:   
-mal
…m m

r
 
 
 
2. Wir bezeichnen mit S  die Gruppe aller Permutationen r

{ } { }σ →:  1, ,   1, ,… r … r . Des weiteren bezeichne ( )…rsgn  

die Signum-Funktion von S . r
 
 
 

3. Sei f . Wir definieren dann: ( )∈ ,r mL

 

    

( )

( )
( ) ( ) ( )

⇔

 ∀π ∈ ∀ ∈ = 
  π   π π  

 ist alternierend   :

S   , ,   , ,1 1

            sgn , ,1

… …

…

f

mv v f v vr r

f v vr r

r  

 
 
 
4. Wir definieren: 
 

    ( ) ( ){ }= ∈, : , :   ist alternierendalt
r m r mf fL L  

 

( ),alt
r mL  ist ein Untervektorraum von − ( ),r mL . 
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5. Sei f . Wir definieren dann: ( )∈ ,r mL

 

    

( )

( )

( ) ( )

⇔

 ∀π ∈ ∀ ∈ = 
     π π  

 ist symmetrisch   :

S   , ,   , ,1 1

            , ,1

… …

…

f

mv v f v vr r

f v v r

r  

 
 
 
6. Wir definieren: 
 

    ( ) ( ){ }= ∈, : , :   ist symmetrischsym
r m r mf fL L  

 

( ),sym
r mL  ist ein Untervektorraum von − ( ),r mL . 

 
 
 
7. Sei V  ein endlich dimensionaler −Vektorraum. Sei 

 eine lineare Abbildung. Sei U  ein Unter-
vektorraum von V . Wir definieren dann: 

→:  f V  V − −

 
    ⇔ = ist eine Projektion  :  f f  f f
 
und 
 

    
( )

( )( )
⇔

= =

 ist eine Projektion von  auf   :

         und  img

f V

f f f f U

U
 

 
Sei f  eine Projektion von V  auf U . Dann gilt: 
 
    ( )( ) ( )( ) { }∀ ∈ = =   und kern 0∩u U f u u f U  
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2. Alternierende 
   Multilinearformen 
 
 
Sei . ∈ +m
Sei r . ∈ +
 
 
 
Wir definieren nun eine offenbar −lineare Abbildung 

( ) ( )→,pr :  ,   ,
alt
r m r m r mL L  durch 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

 ∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ = 
 
 = σ ϕ  σ σ σ∈

∑

,,   , ,   pr , , :1 1alt
1

             : sgn  , ,1!
S

… …

…

r m m r mv v v vr r

v vr rr
r

L

 

 
Dann gilt der folgende Satz: 
 
 
 
Satz: 
 

 
 

Beh.: 
 

,pr
alt
r m

(alt
rL

 ist eine Projektion von  auf 

. 

( ),r mL

),m
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Satz: 
 

 
 

Vor.: 
 

Sei m . ∈ +
Sei r . ∈ +

Sei G  eine offene Teilmenge von . m

Sei ω →  stetig differenzierbar. ( ): alt
r mG L ,

GSei . ∈p

Wir definieren ( )+ζ ∈  durch 1 ,r mL

 

( )
( )( )( ) ( )

∀ ∈ ζ =

= ω −

, ,    , , :0 0

                   : d , ,0 1

… …

……

mw w w wr r

w w wp r r

 

 
Beh.: 
 ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

+ ∀ ∈ ζ = 
 

−
= − ω − ++ =

∑

1,, ,   pr , ,0 0alt

1
1 d , , , , ,0 1 11

0

… …

… ……

m r mw w w wr r
rr

k w w w w wp k k rr k
k
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3. Symmetrische 
   Multilinearformen 
 
 
Sei . ∈ +m
Sei r . ∈ +
 
 
 
Wir definieren nun eine offenbar −lineare Abbildung 

( ) ( )→,pr :  ,   ,
sym
r m r m r mL L  durch 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 ∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ = 
 

 = ϕ  σ σ σ∈
∑

,,   , ,   pr , , :1 1sym

1
             : , ,  1!

S

… …

…

r m m r mv v v vr r

v v rr
r

L

 

 
 
 
Sei { }∈ +1, , 1…k r . 
Wir definieren dann λ ∈ +S,k r r 1  durch 

 

{ } ( )
< ∧ < +

 + ≥ ∧ < +∀ ∈ + λ = 
 = +

   

1     11, , 1   :,
  1

…
i i k i r

i i k i ri r ik r
k i r

1

 

 
Man kann  auch wie folgt beschreiben: λ ,k r
 

− + 
λ =  − + + 

1 1
, 1 1 1 1

… …
… …

k k r r
k r k k r k

1
                     (*) 
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Satz: 
 

 
 

Beh.: 
 

,pr
sym
r m

(sym
rL

 ist eine Projektion von  auf 

. 

( ),r mL

),m

 
Bew.: 
 

In 3 Schritten: 
 

 
 

1. 
 Es gilt ( )( ) ( )⊆,pr , ,symsym

r m r m r mL L , d.h. es ist 

zu zeigen: 
 

    ∀ ∈    (1) ( ) ( ),,   pr  ist symmetrisch
sym

r m r mf fL

 
Beweis von (1): 
 

Sei f . ( )∈ ,r mL

Seien v v . ∈, ,1 … m
r

Sei π ∈ Sr . 

Wir definieren nun w w  durch ∈, ,1 … m
r

 
    { } ( )∀ ∈ π1, ,   :…i r w vi i=                     (2)

 
Dann gilt insbesondere: 
 
    { } ( ) ( )∀κ ∈ ∀ ∈ =κ π κS   1, ,   …j r w vr j j        (3)

 
Nun gilt: 
 

    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

  = 
 

 = = σ σ σ∈

 =  π σ π σ σ∈

∑

∑

,pr , ,1sym

1
 , ,1!

S

1
 , ,1!

S

…

…

…

r m f v vr

f v v rr
r

f v v rr
r
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Dann folgt mittels (2) und (3): 
 

    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

  = 
 

 = = σ σ σ∈

 = = 
 
   =    π π  

∑

,pr , ,1sym

1
 , ,1!

S

, pr , ,1sym

, pr , ,1sym

…

…

…

…

r m f v vr

f w w rr
r

r m f w wr

r m f v v r

 

 
 
 

- 7 - 



 
 2. 

 Es gilt ( )( ) ( )⊇,pr , ,symsym
r m r m r mL L

( )
, d.h. es ist 

wegen ( )⊆, ,sym
r m r mL L  nur zu zeigen: 

 

    ( ) ( )∀ ∈ =,,   prsym sym
r m r mg gL g               (4)

 
Beweis von (4): 
 

Sei g . ( )∈ ,sym
r mL

Seien v v . ∈, ,1 … m
r

Dann folgt: 
 

    

( ) ( )

( ) ( )

  = 
 

=  σ σ σ∈
∑

,pr , ,1sym

1
 , ,1!

S

…

…

r m g v vr

g v v rr
r

                (5) 

 

Da g , gilt: ( )∈ ,sym
r mL

 

    ( ) ( )

( )

 ∀σ ∈ = σ σ

=

S   , ,1

      , ,1

…

…

g v vr r

g v vr

                 (6) 

 
Außerdem gilt: 
 
                                         (7)=#S !rr
 
Aus (5) - (7) folgt offenbar: 
 

    
 
 
 

 ( ) ( ) ( )=,pr , , , ,1 1sym
… …r m g v v g v vr r
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 3. 
 

Es gilt , d.h. es ist nur zu 

zeigen: 

, ,pr pr  = pr
sym sym sym
r m r m r m,

h

 

    ∀ ∈  ( ) ( ) ( )  = 
 

, , ,,   pr pr pr
sym sym sym

r m r m r m r mh hL

 
Dies ist aber eine Konsequenz von (1) und (4). 
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Satz: 
 

 
 

Vor.: 
 

Sei m . ∈ +
Sei r . ∈ +

Sei G  eine offene Teilmenge von . m

Sei ω →  stetig differenzierbar. ( ): sym
r mG L ,

GSei . ∈p

Wir definieren ( )+ζ ∈  durch 1 ,r mL

 

( )
( )( )( ) ( )

∀ ∈ ζ =

= ω −

, ,    , , :0 0

                   : d , ,0 1

… …

……

mw w w wr r

w w wp r r

 

 
Beh.: 
 ( ) ( )

( )( )( ) ( )

 +∀ ∈ ζ = 
 

= ω − ++ =
∑

1,, ,   pr , ,0 0sym

1
d , , , , ,0 1 11

0

… …

… ……

m r mw w w wr r

r
w w w w wp k k rr k

k

 

 
Bew.: 
 

Seien v v . ∈+, ,1 1… m
r

 
Es gilt nach Definition: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

 + ζ =  + 
= ζ  σ σ ++  σ∈ +

∑

1,pr , ,1 1sym

1
  , ,1 11 !

S 1

…

…

r m v vr

v v rr
r

 
             (1)
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Nun gilt aber 
 

( ) ( )

( ) ( )

( )

 ζ = σ σ + σ∈ +
+

= ζ  σ σ = σ∈ +
σ + =

∑

∑ ∑

, ,1 1
S 1

1
  , , ,1

1 S 1
1

…

…

v v r
r
r

v v vkr
k r

r k

 
              (2)

 
und (Beweis von (3) später) 
 

{ }
( )

( ) ( )

( ) ( )

σ ∈ +∀ ∈ + ∀   σ + = 
 ζ = σ σ + 

 
= ζ  λ λ + 

 

S 11, , 1  
1

, ,1 1

 , ,1 1, ,

…

…

…

rk r
r k

v v r

v v rk r k r

                     (3)

 
und 
 

{ } ( ){ }∀ ∈ + σ ∈ σ + = =+1, , 1  # S :  1 !1…k r r kr r      (4)

 
Aus (1) – (4) folgt dann offenbar: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )

 + ζ =  + 
+  

= ζ = λ λ + +  =
+

= ω − + ++ =

∑

∑

1,pr , ,1 1sym

1!
  , ,1 11 ! , ,1

11
  d , , , , ,1 1 1 11

1

…

…

… ……

r m v vr

rr v v rr k r k rk
r

v v v v vp k k rr k
k
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Nun zum Beweis von (3): 
 
Sei { }∈ +1, , 1…k r . 

Sei σ ∈  und gelte +S 1r ( )σ + =1r k . 
Wir definieren dann π ∈ +S 1r  durch 

 
−π = σ λ ∈1: , rk r S +1                                (5) 

 

und u u  durch ∈, ,1 … m
r

 
{ } ( )∀ ∈ = σ1, ,   :…i r u vi i                            (6) 

 
Dabei gilt wegen ( )σ + =1r k : 
 
( )π + = +1r r 1

j

                                     (7) 
 
Insbesondere gilt dann: 
 

{ } ( ) { } ( ) ( )
 ∀ ∈ π ∈ = π σ π 

1, ,  j 1, ,  und … …j r r u vj    (8) 

 
Damit erhält man schließlich wegen (5) – (8) und 

( )∀ ∈ ω ∈   ,sym
r mq G q L : 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 ζ = σ σ + 
 = ζ = σ σ 

= ζ =

 = ζ = π π 
 = ζ = σ π σ π 
 

= ζ = λ λ 
 
 

= ζ  λ λ + 
 

, ,1 1

 , , ,1

 , , ,1

 , , ,1

 , , ,1

 , , ,1, ,

 , ,1 1, ,

…

…

…

…

…

…

…

v v r

v v vkr

u u vr k

u u vkr

v v vkr

v v vkrk r k r

v v rk r k r  
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4. Allgemeines über 
   Projektionen 
 
 
Satz: 
 

 
 

Vor.: 
 

Sei V  ein endlich dimensionaler −Vektorraum. 
Sei f V  eine Projektion. →:   V

 VSei g V  definiert durch →:  = −: idVg f . 
 

Beh.: 
 

→:  g V  V

=

 ist eine Projektion und es gilt: 
= = 0f g g f  

 
Bew.: 
 

Zu zeigen ist: 
 
    g g                                        (1) = g
 
und 
 
    f g                                (2) = 0g f
 
Beweis von (1): 
 

    

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= − − =

= − − − =

= − − +

= − − + =

= − =

=

id id

    id id id

    id id id id

    id

    id

    

g g f fV V

f f fV V V

f f f fV V V V
f f f fV
fV

g

=

=f

 

 
Beweis von (2): 
 

     

( )
( ) ( )

( )

= − =

= −

= −
=

id

    id

    

    0

f g f fV

f fV
f f f

 
und 
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( )
( ) ( )

( )

= − =

= −

= −
=

id

    id

    

    0

g f f fV

f f fV
f f f

=
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Satz: 
 

 
 

Vor.: 
 

Sei V  ein endlich dimensionaler −Vektorraum. 
Sei k . ∈ +
Sei für jedes { }∈ 1, ,…i k  P V  eine Projektion.→:  i  V
 

Beh.: 
 { } ( )( )

( )

∀ ∈ ≠ ⇒ = ⇔

 
 →
 = 
  

  = ⊕
  = =  

∑

∑

, 1, ,       0   

:     ist eine Projektion und es gilt:
1

img img
11

…i j k i j P Pi j

k
P V Vi

i
k k

P Pi iii



 

 
Bew.: 
 

 
 

„=>“: 
 Gelte { } ( )∀ ∈ ≠ ⇒ =, 1, ,       0…i j k i j P Pi j( ) 

 
Dann folgt zunächst: 
 

  
( )

( )

     
      = =        =  = = =    

= =
= =

= =
=

=
=

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

1 1 1 1

     
1 1

     
1

     
1

k k k k
P P P Pi j i j

i j i j
k k

P Pi j
i j
k

P Pi i
i
k

Pi
i

             (1)

 
d.h. 
 

   ist eine Projektion               (2) →
=
∑ :  
1

k
P Vi

i
V
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Außerdem gilt offenbar: 
 

  img                           (3) (
 
  ⊆
 
 =  =
∑ ∑ img
1 1

k k
Pi

i i
)Pi

 
Dabei gilt nach Annahme: 
 

  { } ( ) ( )( ) ∀ ∈ ≠ ⇒ ⊆ 
 

, 1, ,       img ker…i j k i j P Pj i  (4) 

 
Da  für jedes →:  P Vi  V { }∈ 1, ,…i eine Projektion 

ist, gilt dabei: 

k

 

  { } ( ) ( ) { }( )∀ ∈ =1, ,   ker img 0… ∩i k P Pi i  

 
Also gilt: 
 

  { } ( ) ( ) { }( ) ∀ ∈ ≠ ⇒ = 
 

, 1, ,       img img 0… ∩i j k i j P Pi j
 
Damit ist gezeigt: 
 

  img                           (5) (
 
  ⊆ ⊕
  = = 
∑ img

11

k k
Pi ii

)Pi




Pi

 
Zu zeigen bleibt noch: 
 

                 (6){ } ( )  
∀ ∈ ⊆

 = 
∑1, ,    img img
1

…
k

j k Pj
i

 
Beweis hiervon: 
 
Sei { }∈ 1, ,…j k . 
Dann folgt mit (4): 
 

   
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

     
     = ⊇
     
 =   =   = 

= = =

∑ ∑ ∑img img
1 1 1

       img img img

k k k
P P V P Pi i i j

i i i

P P P P Pj j j j

=

j
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„<=“: 
 

Gelte 
 

   

( )

 
 →
 = 
  
   = ⊕   ==  

∑

∑

:     ist eine Projektion und es gilt:
1

img img
11

k
P V Vj

j

k k
P Pj jjj

 
Zu zeigen ist: 
 

  { } ( ) ( )( )∀ ∈ ≠ ⇒ ⊆, 1, ,       img ker…i j k i j P Pi j  

 
Sei { }∈ 1, ,…i k . 

Sei u P . (∈ img i )

Pj

u

Pj

Da  und P Projektionen sind und da 

, folgt dann: 

=
∑
1

k
Pj

j

∈
=
∑img
1

k
u P

j

i

= img ( )
 
  ⊕
  =  1

k
j j

 

  u P  ( ) ( )= = +
= =

≠

∑ ∑
1 1

k k
u u Pj j

j j
i j

 
und damit: 
 

   ( ) =
=
≠

∑ 0
1

k
P uj

j
i j

 

Wegen img  folgt schliesslich: ( )
 
  = ⊕
  == 
∑ img

11

k k
Pj jj

 

  { } ( )( )( )∀ ∈ ≠ ⇒ =1, ,       0…j k i j P uj  
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5. Projektionen und Tensoren 
 
 
Sei . ∈ +m
Sei r  mit r . ∈ + ≥ 2

 
 
 
Wir definieren nun eine offenbar −lineare Abbildung 

( ) ( )→,pr :  ,   ,
1
r m r m r mL L  durch 

 

     = +, ,pr : pr pr
1 alt sym
r m r m r m,

 
 
 
Dann folgt offenbar: 
 

    

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )

∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ =

 = ϕ  σ σ σ∈
σ =

∑

,,   , ,   pr , , :1 11
2

             : , ,  1!
S

sgn 1

… …

…

r m m r mv v v vr r

v v rr
r

r

L

 

 
 
 
Satz: 
  

 
 

Beh.: 
 ( ) ( )→,pr :  ,   ,

1
r m r m r mL L

( )
ist eine Projektion 

auf ( )⊕

   =       

, ,symalt

, ,img pr =img pr
alt sym

r m r m

r m r m

L L  
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Bew.: 
 

Zu zeigen ist offenbar nur: 
 

    ( ) ( ) { }∩ =, ,symalt
r m r m 0L L  

 
Beweis hiervon: 
 

Sei ( ) ( )∈ ∩, ,symalt
r m r mL Lf . 

Sei v v . ∈, ,1 … m
r

Sei τ ∈  definiert durch (Cave! r ): Sr ≥ 2

 

    

{ } { }

( )

τ →

=
τ = =
 ≥

: 1, , 1, ,

2        1

: 1

3

… …r r

i
i i i

i i
2
 

 
Dann gilt: 
 
    sgn  ( )τ = −1r
 

Wegen r  und ≥ 2 ( )∈ ,alt
r mLf  gilt: 

 

    f v  ( ) ( ) ( ) ( )
 = τ  τ τ 

, , sgn , ,1 1… …v f v vr r r
 

Wegen r  und ≥ 2 ( )∈ ,sym
r mLf  gilt: 

 

    f v  ( ) ( ) ( )
 =  τ τ 

, , , ,1 1… …v f v vr r
 
Damit folgt: 
 

    f v  ( ) =, ,1 … vr 0
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Wir definieren nun eine offenbar −lineare Abbildung 

( ) ( )→,pr :  ,   ,
0
r m r m r mL L  durch 

 

     ( )= −, ,pr : id pr
0 1,
r m r m

r mL

 
 
 
Satz: 
 

 
 

Beh.: 
 ( ) ( )→,pr :  ,   ,

0
r m r m r mL L ist eine Projektion 

und es gilt: 

= =, , , ,pr pr pr pr 0
0 1 1 0
r m r m r m r m  

 
Bew.: 
 

klar nach Sätzen aus 4. und 5. 
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6. Fazit 
 
 
Sei . ∈ +m
Sei r  mit r . ∈ + ≥ 2

 
 
 
Es gelten die folgenden Aussagen: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

 ∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ = 
 

 = σ ϕ  σ σ σ∈
∑

,,   , ,   pr , , :1 1alt
1

             sgn  , ,1!
S

… …

…

r m m r mv v v vr r

v vr rr
r

L

 

 
und 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 ∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ = 
 

 = ϕ  σ σ σ∈
∑

,,   , ,   pr , , :1 1sym

1
             , ,  1!

S

… …

…

r m m r mv v v vr r

v v rr
r

L

 

 
und 
 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )

∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ =

 = ϕ  σ σ σ∈
σ =

∑

,,   , ,   pr , , :1 11
2

             , ,  1!
S

sgn 1

… …

…

r m m r mv v v vr r

v v rr
r

r

L

 

 
und 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

 ∀ϕ ∈ ∀ ∈ ϕ = 
 

 = ϕ − ϕ  σ σ σ∈
σ =

∑

,,   , ,   pr , , :1 10
2

          , ,   , ,  1 1!
S

sgn 1

… …

… …

r m m r mv v v vr r

v v v vr rr
r

r

L
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Schließlich gilt: 
 
 
 
 

= = 
 

, ,pr  und pr  sind Projektionen und es gilt:
0 1
, , , ,pr pr pr pr 0
0 1 1 0

r m r m

r m r m r m r m
 

 
und 
 
 
 
 
 = =
 


= =

 = =
 

, , ,pr , pr  und pr  sind Projektionen und es gilt:
0 alt sym
, , , ,pr pr pr pr 0       und
alt 0 0 alt
, , , ,pr pr pr pr 0       und
0 sym sym 0
, , , ,pr pr pr pr 0
alt sym sym alt

r m r m r m

r m r m r m r m

r m r m r m r m

r m r m r m r m







 

 
und 
 

= ⇒ =,2    pr 0
0
r mr  

 
und 
 

( )
 = + = + + 
 

, , , , ,id pr pr pr pr pr
0 1 0 alt sym,
r m r m r m r m r m

r mL
 

 
und 
 

( ) ( ) ( ) = ⊕ ⊕ 
 

  =       

,, img pr , ,symalt0

, ,img pr =img pr
alt sym



r m r m r m r m

r m r m

L L L  
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