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1. Definition L  ( ),k V W
 
Def. 
 

Seien V  und W  . -Vektorräume
Sei k . ∈ +
Wir definieren einen   durch -Vektorraum ( ,k V WL )
 

    ( ) { }, : :  fach multilineark kV W f V W k= → −L  

 
 
 
 

2. Definition V  *
 
Def. 
 

Sei V  ein . -Vektorraum

Wir definieren einen  -Vektorraum *V  durch 
 

    V V  ( )* 1: ,= L
 

 
 
 

3. Isomorphismus V  To V  *
 
Theo. 
 

 

Vor. 
 

Sei V  ein . -Vektorraum
Sei < >  ein inneres Produkt auf V . ; :  V V× →… …
 

Beh. 
 

Dia Abbildung 
 

    V  

( )

* V

  ; : w w V
→

< …> →
 
ist ein Isomorphismus. 
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4. Verallgemeinerung von 3. 
 
Theo. 
 

 

Vor. 
 

Sei V  ein . -Vektorraum
Sei < >  ein inneres Produkt auf V . ; :  V V× →… …
Sei k . ∈ +
 

Beh. 
 

Die Abbildung 
 

    

( ) ( )

( ) ( )

1, ,

, , , , ;1 1 1

k kV V V

V V

X X X X Xk k

+→

× × → 
 Θ
 1k< Θ >+ + 

…

… …

L L

 

 
ist ein Isomorphismus. 
 

Die inverse Abbildung: 
 
Setze ( ): dim=n  und gelte nV ∈ + . 

Sei E E  eine Orthonormalbasis von , ,1 n ∈… V ( ), ;V < … … > . 

Sei . ( )1 ,k Vϑ +∈ L

Wir definieren  durch ( ,k V VΘ ∈ L )

Ei i⋅

 

    ( ) ( ), ,   , , : , , ,1 1 1
1

n
X X V X X X X En n n

i
ϑ∀ ∈ Θ = ∑

=
… … …  

 
Für dieses Θ  gilt das Folgende: 
 

    

( )
( )( )

( )

, ,   , , ;1 1 1 1

, , , ;1 1
1

, , , ;1 1
1

, ,1 1

X X V X X Xn n n
n

X X E E Xn i i n
i

n
X X E X En i n

i

X Xn

ϑ

ϑ

ϑ

∀ ∈ < Θ >=+ +

=< ⋅ >=∑ +
=
 

= <∑ + 
 =

= +

… …

…

…

…

i> ⋅ =
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Beobachtung 1: 
 

Wenn  alternierend ist, so ist auch  
alternierend. 

(1 ,k Vϑ +∈ L )

)
V

)V

( ),k V VΘ ∈ L

 
 
 
Beobachtung 2: 
 

Sei  dieser Isomorphismus. ( ) (1: ,  ,k kV V Vχ +→L L

Sei f V . ( )1 ,∈ L

Sei  die zu f  adjungierte Abbildung in (1 ,tf V∈ L
( ), ;… >V < … . 
Dann gilt das Folgende: 
 

    

( ) ( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

,   , , V , ,1 1 1 1

, , ;1 1

, , ;1 1

, , ,1 1

k V V X X f X Xn n

f X X Xn n
tX X f Xn n

tX X f Xn n

χ

χ

∀Θ ∈ ∀ … ∈ Θ … =+ +

=< Θ >=+

=< Θ >=+

= Θ … +

…

…

L

 

 
Dieses Verhalten von χ  wird als “kontravariant” (an der 

( )1n + ten Stelle) bezeichnet. 
 

Ein  mit ( ) (1: ,  ,k kV V Vχ +→L L )
 

    
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
,   , ,  , ,1 1 1 1

, , ,1 1

k V V X X f X Xn n

X X f Xn n

χ

χ

∀Θ ∈ ∀ … Θ … =+ +

= Θ … +

L
 

 
wird mit “kovariant” (an der ( )1n + ten Stelle) bezeichnet. 
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5. Verallgemeinertes 

   Vektorprodukt auf 1+n  
 
Theo. 
 

 

Vor. 
 

Sei n . ∈ +

Sei 1 1; :  n n+ +< > × →… …
1n+

 das innere Standardpro-

dukt auf . 
 

Beh. 
 

Es existiert genau eine Abbildung 
 

    Θ ×  1 1:  
fach

n n

n

+ +× →
−
… 1n+

 
mit 
 

    
( )

( )

1, ,   , , ;1 1 1 1

det , ,1 1

nX X X X Xn n

X Xn

n
+∀ ∈ < Θ+ +

= +

… …

…

>=
 

 
Bem. 
 

Für den Beweis benötigt man 3. und das Auswahlaxiom. 
 

Bem. 
 

In der Literatur findet man auch 
 

    ( )1, ,   , ,1 1 1
nX X X X Xn n Xn
+∀ ∈  Θ = ∧… … … ∧

3

1n

 
Bem. 
 

Für  ist Θ ×  das bekannte Vektorpro-

dukt …  auf . 

2n =

×

3 3:  →
3…

 
Bem. 
 

1 1:  
fach

n n

n

+ +Θ × × →
−
… +  ist n fach−  multilinear 

und alternierend. 
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