Beh. :

Bew. :

n
—d

Sei @ : RZ —92R2 eine R-lineare Abbildung.
Sei <...;...> ein Skalarprodukt auf RZ.

® ist eine Isometrie von (R2,< ”.;”.>) =

Es existiert eine Orthonormalbasis wvon OR2,< RO >)

beziiglich derer die Matrix von ® eine der folgenden

Gestalten annimmt:

S
(2 (0) —amn )
wobei 9 e [0; 2n]

Sei @ eine Isometrie von (R2,< e Sl >).

Da (R2,<.“;.“ >) ein endlich dimensionaler R -Vektor-

raum ist, existiert nach [4] eine Orthonormalbasis

2
2 2 .
(el,ez) € @R ) von (R.,< e >).
Da @ eine Isometrie von (R2,< e h s >) ist, gilt:
Yu e R2 <wu > =< @(u);q)ﬁﬂ > (1)
Aus (1) folgt offenbar:

®: R? - R? ist bijektiv (2)

und

Yv, w € R2 < v;w > =< q)(v);q)(w) > (3)




2
Da (el,ez) IS (R2) eine Basis von (R2,< e f s >) ist,
existieren nach [4] a b,c,d € R mit

G)(el) = ae; + ce, und G)(ez) = be1 + de2

d.h. nach (2)

a

Die Matrix A := (
c

b . .
. € GL, (R) ist die

zu der Basis (el,ez) gehdrige Matrix (4)

der linearen Isometrie O.

Nun gilt nach [4]:

Es existiert genau eine lineare Abbil-
dung ¢ : R2 — R2 mit der Eigenschaft (5)

VV,WERZ <q)(v);w>=<v;(p(w)>
22
Da (el,ez) IS @R ) eine Orthonormalbasis ist, gilt nach
[4] und (5):

. . t a ¢ . .
Die Matrix A~ := e M (R) ist die
b d 2X2

zu der Basis (el,ez) gehdérige Matrix der (6)

linearen Abbildung o.

Andererseits gilt wegen (2) und (4):

0 # det (A) = ad — bc € R (7)
und
_ 1 d -b
Die Matrix a1 = ——— € GL, (R)
det (2)\—c a
ist die zu der Basis (el,ez) gehorige (8)

Matrix der linearen Abbildung ®_1.




Nun gilt aber nach (3):
2 1 B ) -1
Vv, w € R <v; O (w)>—<q)(v),d)((D (w))>
bzw.
2 e _ .
Vv, w € R < v; O (w)>—<CD(V),W>

Dann folgt durch (4), (5), (6) und (8):

¢ = o1 ung at = a7?
(9)
1 = det (AA_l) = det (AAt) = (get (a))
Hiermit folgt schlieBlich mit (7):
det (4) € {1, -1} (10)
1. Fall: det(A) = -1
Dann folgt aus (6), (8) und (9):
a c _ d -b
=at = a7l = (1)
b d -Cc a
bzw.
a=-d und b = ¢ (*)
Sei I, € GL, (R) die Einheitsmatrix. Wir de-

finieren dann das charakteristische Polynom
% a () € R[A] von A durch

%a (M) = det(A - XI2)

Dann folgt durch (4):

A) = det a-— A b
La (h) = de c d -\

bzw.

%, (1) = ad - be — (a+ d) A+ 27



SchlieBlich erh&dlt man aus det (&) = -1, (7)
und (*):

Xy () =22 -1 =(-1)(h+1)

Wir definieren dann kl,k2 e R durch kl =1
und k2 = -1. Es gilt dann:

Vief{,2} x, (k) =0
d.h. Kl,k2 sind Eigenwerte von A

Dann existieren nach [4] ViV, € RZ mit

Vi e {1,2} v, # 0
Vie{l,Z} < v.;v. > =1
i’ 1

und

Vi e ﬁ42} Avi = Kivi

d.h. ViV, sind Eigenvektoren von A
Damit gilt auch:

Vi e ﬁ42} (D(Vi) = kivi
Nach (3) folgt:

< ViiVs > = < (D(vl);q)(vz) >

Damit erhalt man:

< ViV, > = klkz < ViV, >
Wegen Klkz = -1 folgt:
< ViV, > =0



2.

Fall:

Dann ist (Vl,v2) eine Orthonormalbasis von

(R2,< e b >) und es folgt:
B xl 0
Die Matrix A := € GL, (R) ist
0 A, 2

die zu der Basis (Vl’VZ) gehorige

Matrix der linearen Isometrie O.

det (4) =1
Dann folgt aus (6), (8) und (9):

a c _ d —-b
b d —-Cc a
bzw.
a=dund b = —C (**)

Wegen det(A) =1 folgt dann aus (7):

1l =ad — bc = a2-kcz

Dann existiert nach [4] 9 € N,Zn[ mit
a =cos(9) und ¢ = sin(9)
Damit gilt nach (4) und (**):

O I



2
Sei also (el,ez) IS @R2) eine Orthonormalbasis wvon

2 )
(R , < “.;”.>). Ferner sei A € M2x2(R) und es gelte

oder

p) 39 e [0,2n] A = [COS(S) - sin (S)J

sin (9) cos (9)
Ferner sei A die zu der Basis (61’62) gehorige Matrix

der R-lineare Abbildung @ : R? —» R?. Dann gilt zu-
achst:

t -1

A € GL, (R) und A~ = A (1)
Da (61’62) eine Orthonormalbasis von(R2,< AR >) ist,
gilt:

Fir die bezlglich (61’62) zu At gehorige

lineare Abbildung @ : R? — R? gilt: (2)

Vv,w € R2 < q)(v);w > = < V;@(W) >

Aus (1) und (2) folgt dann offenbar:
2 . _ a1l
Vv,w € R <(D(V),W'> = < v;® (w) >

bzw.

Vv € RZ < CD(V);(I)(V) > < v; d)_l (d) (v)) >

bzw.

VVGRZ <CD(V);(I)(V)>

< wv;v >

Damit ist gezeigt:
® ist eine Isometrie von (R2,<.”;.” >)

-6-



Lemma: II

Vor.: Sei @ : R2 - R2 eine R-lineare Abbildung.

Beh. :
Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:

. 2 2 . . .

oD : R,,W.“ - (R ,”H” ist eine Isometrie =
von normierten R-Vektorridumen
Es existiert kein Skalarprodukt < ...;...> auf R2
und keine Orthonormalbasis von (R2,<.“;.“ >) be-
ziglich derer die Matrix von ® die folgende Ge-
stalt annimmt:
1 0
0 -1

Bew. : Durch Widerspruch:

Es gelte also:

Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:
oD : (R2,W.“)—» (R2,”HD ist eine Isometrie (1)

von normierten R-Vektorridumen

Ferner sei < ...;... > ein Skalarprodukt auf ]RZ und sei

2
(el,ez) € @RZ) eine Orthonormalbasis wvon (R2,<.”;.” >)

und es gelte:

d)(el) = e, und d)(e2) = —e, (2)

2
Wir definieren dann zundchst eine Basis (vl,v2)ez(R2)

von (R2,< el >) durch



Dann gilt offenbar:

2
(Vl,VQ) € (RZ) ist eine Orthonormalbasis

(4)
von @R2,< et >)
und
d)(vl) =V, und q)(v2) = vy (5)
Wir definieren nun eine Norm w“m_ auf RZ durch
2 1
Yu e R ”ﬂl = 5‘<u;vl %—+2}iu;v2 % (6)
Dann gilt:
1
o] =5 e fvo] =2 (7
1 2 1

(1), (5) und (7) widersprechen einander!



Lemma: III

Vor. :

Sei @ Rz - R2 eine R -lineare Abbildung.
Sei < ...;... > ein Skalarprodukt auf R? und
2
seil (61’62) € @RZ) eine Orthonormalbasis wvon
(R2,< b >).
| . [cos(8)  -sin(9)) .
Sei 9 e [0, 2n] und sei . die beziiglich
sin (9) cos (9)
(el,ez) zu ® gehdrige Matrix.
Beh.: Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:
oD : (RZ,WHM — @R2,”“M ist eine Isometrie =
von normierten R-Vektorrdumen
9 e {O,E,n, 3—“}
2 2
Bew. : Es gelte also:
Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:
(O (R2,w”m — @R2,””m ist eine Isometrie (1)

von normierten R-Vektorrdumen
Wir definieren dann eine Norm w“m_ auf Rz durch

Yu € R2 ”u” = max il ure, >
1 1

< ue, >” (2)

14
Dann gilt zunéachst:
He H =1 und He H =1 (3)
Ly 21y

Andererseits gilt aber auch:

H(D (el )Hl = Hq) (e2 )Hl = max {|cos (8)

’

sin(Sﬂ} (4)



Wegen (1) folgt aus (3) und (4):

1 = max {|cos (9)

sin (8)|}

14

Wegen 9 € [0, 2n] folgt hieraus offenbar:

3
9 e {O,E,n,—n}
2 2

_lo_



Lemma: IV

Vor.: Sei @ : R2 —9:R2 eine R-lineare Abbildung.
Sei < ...;... > ein Skalarprodukt auf R? und
2
seil (61’62) € @RZ) eine Orthonormalbasis wvon
(R2,< R R >) .
cos (9 — sin (9
Sei 9 € [0, 2n] und sei | (%) (9)
sin (9) cos (9)
(el,ez) zu ® gehdrige Matrix.
Beh.: Fur jede Norm |LJ| auf R? gilt:
oD : (Rz'"“M — @R2,”“M ist eine Isometrie
von normierten R-Vektorraumen
9 € {0, n}
Bew. : Es gelte also:
Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:

D (RZ,W.“)—» (Rz,ﬂnw ist eine Isometrie

von normierten R-Vektorrdumen

Nach Lemma III folgt dann:

9 e {O,E,n,3—n}
2 2

Dann ist nur noch zu zeigen:

9 € {0, n}

_ll_

j die beziiglich



Ann. :

Bewels hiervon:

9 = g- oder 9 = — (4)

0 -1
Dann existiert o € {1, -1}, sodaB a(l . j die

beziiglich (el,ez) zu @ gehdrige Matrix ist. Dann gilt:

@(el) = ae, und @(e2) = —oe (5)
Wir definieren nun eine Norm w“m_ auf Rz durch
2 _ 1 . .
Vue R® |, = 5‘< ue, >+ 2l<ue, 3 (6)
und
1
il =% e ol -2
1 2 1

(1), (5) und (7) widersprechen einander!

_12_



Lemma: V (Konsequenz von Lemma I, II, III und IV)

Vor.: Sei @ : ]R2 - RZ eine R-lineare Abbildung.

Beh. : Fiir jede Norm |||| auf R? gilt:

D : (Rz, ||||) - (R2, ||||) ist eine Isometrie

von normierten R-Vektorrdumen

O e qid , —id
{ R2 R2}

_13_



Beweis von 4.3.

Offenbar ist nur zu zeigen:

Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:

* *
o : (Rz,wum — (ORZ) ,”““**J ist eine Isometrie

von normierten R-Vektorrdumen
D e <0 -0 }
{RZ’ R?

Bewels hiervon:

Gelte also:

Fiir jede Norm ””1| auf R? gilt:

* %
® : (R% ||...||) N [(1@2) ,||...||**J ist eine Isometrie

von normierten R-Vektorrdumen

Hieraus folgt:

Fir jede Norm |L1| auf R? gilt:

((QRZ j_l . cDJ : (B2 ) - (B2 1) st eine

Isometrie von normierten R-Vektorriumen

Dann folgt nach Lemma V:

o)+« it mng

_14_




Dann existiert also a € {1, -1} mit

-1
0 od = g - 1d
( sz R?

Da Q > eine R-lineare Abbildung ist, folgt hiermit:
R

-1
0] o | Q od =4g-0
RZ ( R2j RZ

=id * %
()

Wegen a € {1, -1} folgt damit:

(DE Q I_Q }
{ R? TR?

_15_
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